Priklady do Vybranych kapitol z matematické fyziky

Petr Nitsche

OFMF

petr-nitsche@seznam.cz



mailto:petr-nitsche@seznam.cz

1 Rovnice ,mélké vody”

V anglictiné Shallow water equations (zkracené SWEs) je sada hyperbolickych
parcialnich diferencidlnich rovnic, které se pouzivaji k modelovani vin zejména v pripadé kdy
vinova délka je vétsi nez hloubka vody. SWEs jsou odvozeny z Navier-Stokesovy rovnice (v
odvozeni se predpokladad, Ze vertikalni rychlost je dostate¢né mala aby se dala zanedbat).

Sada parcidlnich diferencialnich rovnic tvoficich SWEs je ndsledujici:
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kde h je celkova vyska sloupce tekutiny, g je gravitacni zrychleni, u a v oznacuji rychlosti ve
sméru x a y. Parcidlni derivace seskupime do vektorl a pfepiSeme jako jednu hyperbolickou
parcidlni diferencidlni rovnici.
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kde H je dvourozmérna matice vyskového posunuti. U je dvoudimenzionalni matice, kterd
uklada rychlost kazdého bodu ve sméru x (kladné cislo, predstavuje rychlost v kladném



sméru osy x a naopak). V je dvoudimenzionalni matice, ktera uklada rychlost kazdého bodu
ve sméru y.

K vyfeSeni rovnice pouzijeme numerickou metodu zndmou jako Lax-Wendroffova
metoda pro feseni hyperbolickych parcialnich diferencidlnich rovnic, na zdkladé konecnych
rozdild. Na rozdil od Eulerovi metody, kterd vypocitava kazdy krok funkce, metoda Lax-
Wendroffova nejdfive vypocita pal kroku (first half step) a pak pomoci vysledku z poloviny
kroku vypocita celi krok (second half step). To je formalné zapsano ndsledovné.

Pfedpokladejme, Ze mame takto formulovanou rovnici:
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Prvni krok je:
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Snadno ukdzeme, Ze toto feseni plati i pro SWEs. Za f dosadime H a za g(f) dosadime
U(H).

Rovnici potom mizZeme prepsat jako:
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ProtoZe H je dvourozmérné, musi se krok spocitat dvakrat, jednou pro kazdy rozmér. Pal
kroky pro U a V jsou vypocteny stejnym zplsobem a uloZeny jako Ux, Uy, Vx a Vy. Konetna
rovnice pro H muZe byt napsana jako:
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Pfedchozi rovnice pro H napiSeme do programu MATLAB nasledovné:

Hx(i,j)) =(HG+1,j+ 1) +HG,j+1))/2 — dt/(2 = dx)
«+(UG+1,j+1)=U(,j+1));



Hy(i,)) =(HG+1,j+ 1D +HG+1,j))/2 — dt/(2 = dx)
*(VA+1,j+1)-V(i+1)));

H@,j) = H(,j) — (dt/dx) * (Ux(i,j — 1) — Ux(i — 1,j — 1)) — (dt/dy)
«(Vy(i—1,)) = Vy(i—1,j - D);

Zdrojovy kdd vypoctu v programu MATLAB

clf;

clear all;

n =50; % velikost sité

dt=0.01; % integracni krok

dx=1;

dy=1;

g=9.38;

H = ones(n+2,n+2); % matice pro vysku
U = zeros(n+2,n+2); % x rychlost

V = zeros(n+2,n+2); % y rychlost

% vykresleni sité
grid = surf(H);
axis([1n1n03]);
title('Viny ve vané');
xlabel('Vana');
ylabel('Vana');
zlabel('Vyska viny');

hold all;

% pocatecni vychyleni
[x,y] = meshgrid( linspace(-3,3,10) );

R =sqrt(x.A2 + y.A2) + eps;



Z = (sin(R)./R);

Z = max(Z,0);

% ptidat vychyleni do matice pro vysku
w = size(Z,1);
i=10:w+9; j =20:w+19;

H(i,j) = H(i,j) + Z;

% prazdné matice pro half step vypocty
Hx = zeros(n+1,n+1); Hy = zeros(n+1,n+1);
Ux = zeros(n+1,n+1); Uy = zeros(n+1,n+1);

Vx = zeros(n+1,n+1); Vy = zeros(n+1,n+1);

while 1==1
% prekresli sit
set(grid,'zdata’, H);

drawnow

% Okrajové podminky pro odraz

H(:1) =H(2);  U(,1)=U(2); V(1) =-V(;,2);

H(:,n+2) = H(;,n+1); U(;,n+2) = U(,n+1); V(,n+2) = -V(;,n+1);
H(1,:) =H(2,);  U(L:)=-U(2,;:);  V(1,:)=VI(2,);

H(n+2,:) = H(n+1,:); U(n+2,:) =-U(n+1,:); V(n+2,:) = V(n+1,:);

% First half step
i=1:n+1;

j=1in+1;

% vyska
Hx(i,j) = (H(i+1,j+1)+H(i,j+1))/2-dt/(2*dx)*(U(i+1,j+1)-U(i,j+1));

Hy(i,j) = (H(i+1,j+1)+H(i+1,j))/2-dt/(2*dy) * (V(i+1,j+1)-V(i+1,)));



% x hybnost

Ux(i,j) = (U(i+1,j+1)+U(i,j+1))/2-dt/(2*dx)*( U(i+1,j+1).A2./H(i+1,j+1)-U(i,j+1).A2./H(i,j+1) + ..
g/2*H(i+1,j+1).A2-g/2*H(i,j+1).A2);

Uy(i,j) = (U(i+1,j+1)+U(i+1,j))/2-dt/(2*dy) *((V(i+1,j+1). ¥U(i+1,j+1)./H(i+1,j+1)) - ..

(V(i+1,j).*U(i+1,j)./H(i+1,))));

% y hybnost
Vx(i,j) = (V(i+1,j+1)+V(i,j+1))/2-dt/(2*dx)*((U(i+1,j+1).*V(i+1,j+1)./H(i+1,j+1))-(U(i,j+1).*V(i,j+1)./H(i,j+1)));
Vy(i,j) = (V(i+1,j+1)+V(i+1,)))/2-dt/(2*dy) * ((V(i+1,j+1).A2./H(i+1,j+1)+g/2 ¥ H(i+1,j+1).22)-(V(i+1,)). A 2./H(i+1,j) + ...

g/2*H(i+1,j).72));

% Second half step
i=2:n+1;

j=2:n+1;

% vyska

H(i,j) = H(i,j)-(dt/dx)*(Ux(i,j-1)-Ux(i-1,j-1))-(dt/dy)*(Vy(i-1,j)-Vy(i-1,j-1));

% x hybnost
U(i,j) = U(i,j)-(dt/dx)*((Ux(i,j-1).22./Hx(i,j-1) + g/2*Hx(i,j-1).72)-(Ux(i-1,j-1).22./Hx(i-1,j-1) + ...

8/2*Hx(i-1,j-1).2))-(dt/dy)* ((Vy(i-1,j). *Uy(i-1,j)./Hy(i-1,j))-(Vy(i-1,j-1). *Uy(i-1,j-1)./Hy(i-1,j-1)));

% y hybnost

V(i,j) = V(i,j)-(dt/dx)*((Ux(i,j-1).*Vx(i,j-1)./Hx(i,j-1))-(Ux(i-1,j-1). *Vx(i-1,j-1)./Hx(i-1,j-1)))-(dt/dy) * ...

((Vy(i-1,j)).22./Hy(i-1,j) + 8/2*Hy(i-1,j).*2)-(Vy(i-1,j-1).2./Hy(i-1,j-1) + g/2*Hy(i-1,j-1).72));

end
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Obr. 1a:
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Obr. 2a: Okamzik po dopadu kapky.
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Obr. 3a: VIny po ndrazu na okraj vany.
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Obr. 4a: Hladina po nékolika sekundach.



Cilem ulohy bylo simulovat vinéni hladiny ve ¢tvercové nadobé (vané). Graficky
vystup simulace se chova podle pfedpokladd a po zhrouceni pocatecni vychylky se zaéne Sifit
kruhova vina, ktera se déle odrazi od okraji nddoby a ostatnich vin. Jediny problém nastava
pfi delSim chodu programu, kdy nedochazi k utlumu vinéni, ale naopak se vinéni zvétsuje.
Zkousel jsem rlizné velikosti sité a integrac¢niho kroku. U sité jsem zvolil takovou velikost, aby
u grafického vystupu byla zachovana jak dostatecna plynulost simulace, tak i dostatek
detailll. U integracniho kroku jsem zvolil kompromis mezi ptesnosti a rychlosti.

Reference
[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Shallow water equations

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Lax-Wendroff method
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2 Brownuyv pohyb

Tento jev je pojmenovany po biologovi Robertu Brownovi. Brown(v pohyb je
nahodny pohyb ¢astic umisténych v kapaliné nebo plynu, ktery je zplUsobeny srazkami ¢astic
s rychle se pohybujicimi atomy kapaliny nebo plynu. Rychlost pohybu se zvySuje s rostouci
teplotou a zavisi na viskozité latky a velikosti ¢astic. Brown(v pohyb ma vyznam pro
pochopeni diftze latek v prostredi.

Nahodny charakter trajektorie ¢astice znemoziiuje urcéit méfenim jeji Casovy priibéh
nebo pouZivat pojem rychlost. KdyZ bychom sledovaly pohyb ¢astice zjistovanim okamzitych
poloh, mizZzeme pfi dostate¢ném poctu méreni ziskat stfedni hodnotu kvadratu vzdalenosti,
kterou C¢astice urazi za dany ¢asovy interval. Pohyb sledujeme z bodu s polohovym vektorem
1 = 0 do bodu s polohovym vektorem r(t) ziskame tedy

A(t) = V(r2 ()

Stfedni vzdalenost je pfimo Umérna odmocniné z Casu t. Poté staci pouze méfit primét
postupnych poloh ¢astice do jednoho sméru, napf. pro smér osy x méfime jen souradnici
x(t) okamZité polohy a ziskdme tak

A
2:(2) =M=%

Rozdélovaci funkci f (x, t) pouzijeme pro sledovani polohy ¢astic v prostoru a ma vyznam
hustoty pravdépodobnosti polohy x ¢astice v ¢ase t.

Pro rozdélovaci funkci musi platit

J_:O flx, t)dx =1

a jestlize je funkce znama tak nam umozni spocitat stfedni hodnoty vSech velicin zavislych
na polohach ¢astic. Potom tedy plati

AL = f+oox2f(x, t)dx

Zavedeme funkci v(x, t) = Nf(x,t), ktera bude mit vyznam prostorové hustoty Castic
v Casovém okamzZiku t. Posouvani ¢astic je vysledkem dynamické rovnovahy mezi pisobenim
osmotickych sil a odporem prostredi. Pro odpor prostredi pouzijeme StokesGv vztah

Foqp = —6mnav

kde 7 je viskozita kapaliny, a je polomér ¢astice a v je rychlost ¢astice. Zahrnuti ddsledkd
obou vlivli vede na rovnici



af d*f

dt ~ dx?
kde D je koeficient difuze. Odvozeny vztah pouZijeme k uréeni rozdélovaci funkce f(x,t). Je
to rovnice diflze, z toho vypliva, Ze rozptyl ¢astic ma difuzni charakter. Koeficient difuze Ize
vyjadrit nasledovné

kgT
D=—2
6mna

kde kg = 1,381 - 10723] - K~1 je Boltzmannova konstanta a T je absolutni teplota. Redeni
difdzni rovnice ma tvar

_x2
e 4Dt

flx,t) =

VarDt

Toto reSeni odpovidad situaci, kdy vSechny ¢astice se zacnou pohybovat z jednoho bodu ve
stejny Cas. Pro stfedni posuv brownovské c¢astice dostaneme vysledek

A.(t) = V2Dt

Zdrojovy kdd vypoctu v programu MATLAB

N = 1000; % pocet krokU

a =0.5e-6; % polomér Castice

eta = 1.0e-3; % viskozita vody

kB =1.38e-23; % Boltzmannova konstanta

T=293; %teplota

D=kB*T/(6*pi*eta*a) % koeficient difuze
t=0.1;

k = sqrt(2*D*t);

dx =k * randn(N,1); dy =k * randn(N,1);
x = cumsum(dx); y = cumsum(dy);
plot(x,y);

title('Stopa jedné Castice');
ylabel('Y Pozice');

xlabel('X Pozice');
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Obr. 2b: Simulace Brownova pohybu pro jednu ¢astici pro 100 krokd.



Cilem ulohy bylo simulovat Brownuv pohyb jedné ¢astice ve vodé pomoci Einsteinova
modelu. Graficky vystup programu je podle ocekavani a vykresluje trajektorii ¢astice ve 2D
prostoru. Pocet krokd byl zvolen tak aby byla dobte vidét ndhodnost pohybu ale zaroven aby
se stopa moc neprekryvala.

Reference
[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Brownian _motion

[2] http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/141268/PokrokyMFA 50-2005-3 1.pdf
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3 Rovnice vedeni tepla

Méjme dvourozmérnou rovnici vedeni tepla s homogennimi okrajovymi podminkami.

ou 5 0°u  9%u
ot d0x?  dy?

ReSeni rovnice s okrajovymi podminkami
u(0,y,t) = u(a,y, t) =0, 0<y<hb, t>0,
u(x,0,t) = u(x, b, t) =0, 0<x<a, t>0,
a pocatecni podminkou

u(x,y,0) = f(x,y), 0<x<a, 0<y<h,

je
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Re$me problém vedeni tepla na ¢tvercové oblastisa = b = 1,ac = 1/m.
Predpokladejme, Ze okraje jsou udrzovany na nulové teploté a pocatecni rozdéleni teploty je
u(x,y,0) = 100°.

Reseni: Mame

u(x,y,t) = Z Z Apn sSinmmx sin nmwy e ~Ainnt

n=1m=1

kde

Amn = m? + n?
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Zdrojovy kéd vypoctu v programu MATLAB

clear all;

close all;

x =(0:0.02:1);
y =(0:0.02:1);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

nt = 50; % pocet ¢asovych krok
dt = 0.05; % integracni krok
N = 25;

c = colormap('jet');

s = surf('cDataMapping','direct’,'cData’,c);
axis([0 101 0 100]);

title('Chladnuti desky');

xlabel('Deska');

ylabel('Deska');

zlabel('Teplota [°]');

% Casova smycka

forj=1:nt
u = zeros(length(x),length(y));
% Dvojita suma
form=1:N % index on x

forn=1:N % index ony



Bmn = 1600 / (pi*2*(2*m-1)*(2*n-1));
u=u+Bmn *sin((2*m-1)*pi*X) .* sin((2*n-1)*pi*Y) *...
exp(-((2*m-1)"2 + (2*n-1) ) * (j*dt));
end
end

set(s,'xdata’,x,'ydata',y,'zdata’',u)

drawnow
end
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Obr. 1c: Zahrata deska na pocatku.
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Obr. 2c: Deska po chvili chladnuti.
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Obr. 3c: Vychladnutd deska.



Cilem ulohy bylo simulovat chladnuti homogenni desky, kdy okraje méli konstantni
teplotu (0°C) a zbytek desky byl zahfaty na jinou teplotu (100°C). Z grafického vystupu
programu je vidét postupné chladnuti desky az do okamziku uplného vychladnuti, ve kterém
ma cela deska stejnou teplotu.

Reference

[1] Nakhle H. Asmar: Partial Differential Equations with Fourier Series and Boundary Value
Problems (2nd Edition), Pearson, (2004), 816 s.



